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1 • Inleiding 
Onder een gemengd randwaardeprobleem voor de vergelijking van 
Laplace zullen we verstaan het probleem een functie u(x,y,z) te vinden 
die harmonisch is in een gebied D cm3 , en waarvan op een deel an 1 van 
de rand an de functie voorgeschreven is, en op het overige deel an" de 
normale afgeleide van de functie. Dit in tegenstelling tot het "unifor-
me" probleem, waarbij overal op an of de functie, of zijn norm.ale afge-
leide is voorgeschreven. 
Gemengde randwaardeproblemen komen bijvoorbeeld voor in de mathe-
matische fysica, o.a. bij elektrostatische en elastische problemen. Voor 
een overzicht hoe men tot de formulering van gemengde randwaardeproblemen 
komt, zie men bijvoorbeeld [13]. 
In het volgende zullen we ons voornamelijk beperken tot een bepaal-
de klasse van gemengde randwaardeproblemen. We kiezen voor D de half-
ruimte z > O, en voor an het vlak z = o. Bovendien zullen we oD' en an" 
axiaalsymmetrisch voorstellen. We kunnen dan gebruik maken van cilinder-
coordinaten r,9,z. 
In §5 t/m §8 warden axiaalsymmetrische problemen, dat wil zeggen 
dat u alleen afhangt van r en z, behandeld. De harmonische functie: u 
voldoet dan aan de axiaalsymmetrische potentiaalvergelijking 
( 1 • 1 ) 
2 
a u(r,z) + J_ au(r,z) 
ar2 r ar 
+ a2u(r,z) = 
az 2 
o, z > o. 
Er zullen twee methoden warden gebruikt. Methode I gaat uit van een 
complexe integraalrepresentatie van u, die afkomstig is van Green en 
Zerna [4]. Methode II maakt gebruik van twee integraalrepresentaties, 
die van Helmholz en Poisson, die op een bepaalde manier gecombineerd 
warden, Deze is, voor zover het het Dirichletprobleem voor een cirkel-
vormige schijf betreft, afkomstig van Heins en MacCa.my [7], [8], [9]. 
De methode wordt hier uitgebreid, zodat hij oak voor enkele andere 
problemen gebruikt kan warden. De laatste methode heeft het voordeel 
dat u in een reele representatie gegeven wordt. 
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De drie integraalrepresentaties, die van Green en Zerna, van Helm-
holtz en van Poisson, komen in §2 ter sprake. Beide methoden leiden tot 
integraalvergelijkingen, die voor de eenvoudige problemen analytisch 
geinvertee~d kunnen warden. Deze (abelse) integraalvergelijkingen warden 
besproken in §4. De meer ingewikkelde problemen leiden tot Fredholm-
vergelijkingen van de tweede soort. We laten bovendien zien, dat beide 
methoden ten nauwste samenhangen. 
In de laatste paragraaf, tenslotte, laten we aan de hand van een 
voorbeeld zien hoe beschouwingen, die nauw verwant zijn aan methode II, 
bij niet-axiaalsynunetrische gemengde randwaardeproblemen leiden tot 
problemen voor gegeneraliseerde axiaalsynunetrische potentialen. Deze 
kunnen aangepakt warden op een manier, die sterk lijkt op de wijze 
waarop de problemen uit §5 t/m §8 warden behandeld. De integraalrepre-
sentaties en integraalvergelijkingen, die daarbij ter sprake komen, 
warden in §3 en §4 besproken. 
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2. Integraalrepresentaties van driedi.mensionale harmonische functies 
De integraalrepresentaties van driedimensionale harmonische func-
ties, die bij de behandeling van axiaalsymmetrische randwaardeproblemen 




( 2. 1 ) 
r00 (2TI I. J f(p,a)zpdadp u(r,e,z) = 2TI 2 2 / 
Jo O (r + P - 2rp cos(8-a) + z2 )3 2 
is harmonisch in het gebied z > O, en neemt op de rand z = 0 continu 
de waarden f(r,8) aan, voor die r en 8 waarvoor f(r,8) continu is. 
(2.2) f co (2TI ( 1 j g(p,a)pdadp 
u r,8,z) = 2TI O O (r2 + P2 + z2)1/2 
- 2rp cos(e-a) 
is een in de halfruimte z > 0 harmonische functie, waarvan de afgeleide 
in de z-richting op de rand z = 0 continu de waarden g(r,8) aanneemt 
voor die r en 8 waarvoor g(r,8) continu is. De integraal in (2.1) is 
0 in 00 als f begrensd is voor r ➔ 00 , de integraal in (2.2) is dat 
( ) ( -~-h) als gr = 0 r , waarin h > O, voor r ➔ 00 • 
Poissonrepresentatie 
Een axiaalsymmetrische harmonische functie ka.n warden uitgedrukt in 
de waarden die deze op de as van symmetrie aanneemt volgens 
(2.3) u(r,z) 1 = -TI f TI 1·r ( 0 +. S)de _ _l_ u(O,z+it)dt U ,z ir COS - TI 2 2 I JQ -r (r -t )~ 
wanneer u(O,z) voor complexe z voort te zetten is als een analytische 
functie in z. Deze formule volgt uit een formule voor gegeneraliseerde 
axiaalsymmetrische potentialen, waarvoor naar de volgende paragraaf 
wordt verwezen. 
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Representaties van Green en Zerna 
Wanneer f(t) een reele continue functie is, dan stelt 
(2.4) 1 Ja u(r,z) = 7T 
-a 
f(t)dt 
waarin a een willekeurig positief getal is, een harmonische functie 
voor die axiaalsymmetrisch is. Dit kan men gemakkelijk nagaan door 
substitutie van (2.4) in vergelijking (1.1). Door speciale eisen op 
te leggen aan de functie f(t) verkrijgt men integraalrepresentaties 
van verschillend karakter. 
Representaties met Besselfuncties 
Ook functies van de vorm 
(2.5) u(r,z) = J: e-zt J0 (rt) A(t)dt 
zijn harmonisch en axiaalsymmetrisch. Deze representaties zullen echter 
maar zeer terloops ter sprake komen. 
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3. Integraalrepresentaties van p-dimensionale harmonische functies 
Enkele aspecten van de gegeneraliseerde axiaalsymmetrische poten-
tiaaltheorie (GASPT), die van belang zijn bij de behandeling van niet-
axiaalsymmetrische gemengde randwaardeproblemen, worden nu belicht. 
Een gegeneraliseerde axiaalsymmetrische potentiaal is een op-
lossing van de gegeneraliseerde potentiaalvergelijking 
( 3. 1 ) -1 .J. F + F + py F = O, p ~ O, -1, -2, 
xx yy y 
Voor p = 1 is (3.1) juist de reeds bekende vergelijking (1.1) voor 
driedimensionale axiaalsymmetrische potentialer-. Een oplossing F 
van (3.1) is op te vatten als een om de x-as symmetrische potentiaal 
in een (p+2)-dimensionale ruimte. Een tweetal stellingen, waarvan het 
bewijs gegeven is door Hyman [10], worden nu genoemd. 
Stelling 1 
Een oplossing F(x,y) van de gegeneraliseerde potentiaalvergelijking 
(3.1), die analytisch is in een gebied R dat een segment I van de 
x-as bevat, wordt op R eenduidig door zijn waarden F0 (x) op het seg-
ment I bepaald. Verder is F(x,y) te ontwikkelen in een reeks 
00 




Wanneer F0 (x) een analytische functie op het interval I van de ~-as is, 
dan convergeert de reeks (3,2) in een gebied rondom I naar een functie 
F(x,y), die analytisch is in x en y, en die voldoet aan de vergelijking 




Bovenstaande stellingen maken het mogelijk een integraalrepresentatie 
van gegeneraliseerde axiaalsymmetrische potentialen te vinden, die 
bekend staat onder de naam Poissonrepresentatie. Voor zekere a> 0 
geldt voor lhl < a uniform 
en ook 
(3.3) 
uniform voor IYI < 
(3.4) 
Met de integralen 
en 
00 
F(n) (x) hn F0 (x+h) = I n! , 0 
n=O 
00 
F(n) (x) .n n n F0 (x+iy cos a) = I 1 'l. cos a 
n=O 0 n! 
a. Er volgt 
; F(n) (x) iny,n JTI n p 1 l cos a sin - a da. 
n=O O n. O 
als n oneven, 
r(.E.)r(2n+1) 
2 2 
volgt uit (3.4) na enig gereken 
f rr ( ) • p-1 Fo X + 1y cos Cl sin Cl da = 
Jo 
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Vergelijken wij bovenstaande uitdrukking met (3.2), dan vinden wij 




Weliswaar is deze betrekking slechts afgeleid voor een klein gebiedje, 
maar het principe van analytische voortzetting geeft ons de mogelijk-
heid F(x,y) door het rechterlid van (3.5) voor te stellen overal waar 
F(x,y) analytisch is. Verder is duidelijk dat 
F0 (x) = F(x,o). 
Helmholtz-achtige representaties 
Tenslotte wordt vermeld hoe op een Helmholtz-achtige wijze een p-
dimensionale harmonische functie gedefinieerd in de halfruimte x > 0 p 
voorgesteld kan worden. Wanneer een harmonische functie u(x1, ••• , xp) 
de voorgeschreven waarden f(x1, ••• , x 1) op de rand x = 0 aanneemt, p- p 
dan is hij voor te stellen als 
(3,6) 2 =--(J 
p-1 
f(~ 1, ••• ,E; 1 )x dt,;1 ••• dE; 1 p- p p-
[ 2 2 2]p/2 • ( X 1 - E; 1 ) + • • • + ( X 1 - E; 1 ) +x p- p- p 
Wanneer au/axp op de rand xp = 0 de waarden g(x1, ••• , xp_ 1) aanneemt, 
dan kan menu voorstellen als 
(3.7) Joo g( E.:7 ' ••• ,E; 1 )dE,;1 • •• dt; 1 p- p-2 2 2 /2 1 
_oo [(x1-E;1) +. • .+(x ,-t.: 1) +x JP -p- p- . p 
Het getal cr 1 is de oppervlakte van een bol in de p-dimensionale ruimte p-
met straal 1. Meer hierover kan men vinden in Garabedian [3]. Vanzelf-
sprekend moeten fen g zodanig zijn dat de integralen in (3.6) en (3,7) 
bestaan. Het getal cr' 1 in (3.7) is gelijk aan (p-2)cr 1• p- p-
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4. Integraalvergelijkingen 
In deze paragraaf worden enkele integraalvergelijkingen die bij de 
behandeling van de gemengde randwaardeproblemen ter sprake zullen komen, 
behandeld. 
Allereerst wordt de integraalvergelijking 
( 4. 1 ) 
beschouwd, waarin g een gegeven n maal continu differentieerbare functie 
is, en f de te bepalen (continue) functie. Deze vergelijking zullen we 
tegenkomen bij het niet-axiaalsymmetrische Dirichlet probleem voor de 
1 1 1 1 
cirkelvormige schijf. Stel r = u 2 , t = s 2 , zodat dt = -2 s- 2ds, en stel 
1 1 1 
verder G(u) = g(u2 ), F(s) = 2 s- 2 f(s), dan gaat (4.1) over in 
(4.2) n 1 s) - 2ds, 
een integraalvergelijking met convolutiekern. De Laplace-getransformeer-
de van (4.2) is 
waarbij Gen F de Laplacegetransformeerden van resp.Gen F voorstellen. 
Er volgt 
waaruit, na terugtransformeren, volgt 
d fu dn F(u) = -d - [snG(s)] 
u JQ dsn 
1 
r(n + 2 ) 
Gaan we terug naar onze oude variabelen, dan vinden we 
(4.3) 
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Voor n = O, het geval dat van belang is voor axiaalsymmetrische pro-
blemen, krijgt vergelijking (4.1) de vorm 
(4.4) g(r) Jr f( t )dt = ------,,---,- , r > o, 
0 (r2 - t2)2 
een vergelijking van het abelse type, die dus, wegens (4.3) de oplossing 
(4.5) f(r) = _g_~ Jr t g(t)dt,, r > 0 
TI dr O (r2 _ t2)2 
heeft. De vergelijking (4.1) zou men een gegeneraliseerde abelse inte-
graalvergelijking kunnen noemen. 
Een probleem, dat in zekere zin het omgekeerde probleem is van 
(4.4) en (4.5), is ook van belang. Stel dat we de continue functie 
l(r), r > O, zoeken, die voldoet aan 
(4.6) h(r) = 3-.l.~ Jrr t l(t)dt 'r > o, 
TI r dr O (r2 _ t2)2 
waarin h(r) bekend wordt verondersteld, en continu. Hieruit volgt 
rr 2 rr ( ) I h( u)u du = - J t 1 t dt 
JQ TI Q (r2 - t2)a , r > O. 
Inverteren van deze laatste vergelijking levert volgens (4.5) 
rr rt. rl(r) = ~ __ t____ h(u)u du dt, r > O. 
dr Jo (r2 t2)2 , 0 
Na enig manipuleren kan men vinden dat het rechterlid van (4.7) gelijk 
is aan 
u h(u)du 
( 2 2) 2 r - u 
zodat vergelijking (4.6) de oplossing 
(4.8) 
heeft. 
l(r) = Jr u h(u)du , r > 0 
0 (r2 - u2)2 
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5. Het axiaalsymmetrische Dirichlet probleem voor een cirkelvormige 
schijf 
Gezocht wordt een axiaalsymmetrische functie u(r,z) die oplossing 
is van 
( 5. 1 ) -1 u + r u + u = O, z > O, 
rr r zz 
en die voldoet aan de gemengde randvoorwaarden 
(5.2) 
(5.3) 
u( r, 0) = g ( r) , 0 < r < 1 , 
u (r,O) = O, r > 1, 
z 
waarbij verondersteld wordt dat g(r) een continue functie is op [o, 1) 
en u(r,z) en u (r,z) continu zijn bij nadering tot de rand z = O, 
z 
behalve eventueel voor r = 1. Verder veronderstellen we 
( 5. 4) u(r,z) ➔ 0 als 2 2 r + z ➔ 00 • 
We zullen een tweetal methoden ter oplossing van dit probleem 
bespreken, en daarna hun onderling verband laten zien. 
Methode I 
We gaan uit van een integraalrepresentatie van het type (2.4), nl. 
( 5. 5) 1 J1 f(t)dt 1 (1 f(t)dt u ( r z) = - ------'----....- + - J ------'----..... , 
' TI O (r2 + (z+it) 2 )2 TI O (r2 + (z-it) 2 )2 
waarin f(t) een nader te bepalen continue reele functie op [o, 1) voor-
stelt. We volgen nu de beschouwingen van Green en Zerna [4], [12]. 
Voor 0 < t < 1 geldt het volgende: 





2 (z-it? 2 -in 2 (z-it) 2 )~ r + = ~ e ' (r + 
1 • 
-21n 0 = ~e , < n < 
-
Verder, wanneer z = O, dan geldt 
(5.6) als t < r 
en 
(5.7) 2 2 1 ( r + ( z+i t ) ) 2 2 2 1 = - ( r + ( z-i t ) ) 2 = als t > r. ,, 
TI• 
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Het is duidelijk dat de functie u(r,z), gedefinieerd door (5.5) overal 
harmonisch is behalve op de schijf z = O, 0 .::_ r .::_ 1. 
We willen nu laten zien dat u(r,z) continu is als z + O. Om dit te doen, 
nemen we eerst O < r < 1. Dan geldt 
2 
< r en 
2 2 
als r < t , 
wat ook de (reel_e) waarde van z moge zijn. Dus is, voor O < t < 1 
·1 r(t) / < lr(t)I 
(r2 + (z+it) 2 )~ - lr2 - t 2 1~ 
, 




lim f1 f(t)dt = f1 lim f(t)dt = 
z+O O (r2 + (z+it) 2 )~ 0 z+O (r2 + (z+it)2 )~ 
fro f(t)dt (r2 _ t2)i + f 1 ___,;f;;..;(:..;.t..:..) d.;.;..t;......._ r i(t2 - r 2 )i ' 
lim fo1 f(t)dt = fro 
z+O (r2 + (z-it) 2 )i 
f(t)dt _ f1 f(t)dt 
(r2 - t2)i r i(t2 - r2)i ' 
2 Jr f(t )dt u(r,z) ~ - 2 2 i , O < r < 1, voor z + O. 
,r O (r - t ) 
We hebben (5.8) bewezen voor r ~ O; r = 0 bekijken we afzonderlijk. 
Er geldt 
u(O,z) = .!. J1 f(t)~t + .!. f1 f(t)~t = 
,r Oz+ it ,r Oz - it 
~ f1 f(t)dt = _g_ J1/z f(zu)du, 
,r O z2 + t 2 ,r O 1 + u2 
waaruit volgt 
(5.9) 
Uit (5.8) volgt voor r ~ 0 
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lim u(O,z) = f(O). 
z+O 
(5.10) 2 rTf /2 lim u(r,z) = - f(r cos 8)d8. 
z+O rr JQ 
Uit (5.9) en (5.10) volgt dan dat u(r,z) ook in de oorsprong continu 
tot zijn randwaarde nadert, en dat dit ook voor r = 0 uitgedrukt kan 
worden m.b.v. (5.8). 
Tenslotte kan men, omdat 
2 2 1 2 2 ( r + ( z ±. it ) ) 2 > r + z - 1 als O < t .::_ 1 , 
vinden dat 
2 2 
, 2 I: lu(r,z) I )-2 lr(t) ldt, .:. (r + z - 1 . Tf 
zodat voor grote waarden van 2 2 geldt r + z 
(5.11) 2 2 1 u(r,z) = O((r + z )- 2 ), 
Om aan randvoorwaarde (5.2) te voldoen, moeten we vanwege (5.8) 
eisen dat 
(5.12) -2 Jr f(t)dt ---------...... = g ( r ) , 
rr O (r2 _ t2) 2 
0 < r < 1. 
Inverteren van deze integraalvergelijking levert volgens (4.5) 
(5.13) f ( t ) = ~ jrt P g ( P ) dp 1 , O < t < 1 • 
dt O ( t 2 _ p 2) 2 
We bekijken nu nog u (r,O). We merken op dat 
z 
a ________ 1 a 
clz (r2 + (z ±_ it)2)2 = ra"r (r2 + (z ±_ it)2)2 ' 




au(r,z) 1 a (!1 (z+it)f(t)dt f7 (z-it)f(t)dt l 
az = "ir'rar Jo (r2 + (z + it) 2 ) 2 + Jo (r2 + (z - it) 2 )2J· 
Op een manier analoog aan de afleiding van (5.8) kan men laten zien dat 
u (r,O) = 0 als r > 1 
z 
en dat 






r1 t f(t )dt J ______ ...__.....,.. 0 < r < 1. 
r (t2 - r2)2 ' 
De oplossing van het probleem wordt nu gegeven door (5.13) en (5.5). 
Methode II 
Deze is naar Heins en MacCamy [9j. We gaan uit van de Helmholtz-
representatie (2.2), die hier de vorm 
u(r,z) = _1_ f 1 f2TI ___ u_z_(_P_,_o_)P_d_a._d_P __ ___ 
2TI O O (r2 + p2 - 2rp cos a.+ z2 )2 
aanneemt, mede i.v.m. de hoekonafhankelijkheid van u. Er volgt 
(5.16) u(O,z) 
Hoewel (5.16) afgeleid is voor reele z, zien we toch dat de integraal 
een analytische functie voorstelt voor complexe z = s + in. Het is 
dus mogelijk u(O,z) analytisch voort te zetten voor complexe z; de 
voortzetting geven we aan met 
u(O,z) = u(O,s+in) = ¢(s,n) + iw(s,n). 
Uit (5.16) volgt onmiddellijk dat 
(5, 17) Re u(O,in) = ¢(0,n) = 0 voor Jnl > 1. 
Verder is gemakkelijk in te zien dat 
u < o, z) = u ( o, z) , 
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ofwel 
(5.18) ¢(s,-n) = ¢(s,n), $(s,-n) = -$(s,n). 
Tenslotte volgt eveneens uit (5.16) dat 
(5.19) u(O,z) ➔ 0 als lzl ➔ 00 • 
We hebben nog beschikking over de Poissonrepresentatie (2.3) die we 
kunnen schrijven in de vorm 
(5.20) 1 Jr u(r,z) =-; 
-r 
¢(z,t) 
( r 2 - t 2 ) ~ dt , 
ofwel, met inachtneming van (5.18) 
u ( r, z) = _g fr t ( z • t ) , dt • 
TI O (r - t 2 ) 2 
De randvoorwaarde (5.2) resulteert in de eis dat 
g(r) = g Jr p(O,t) dt O < r < 1. 
TI O (r2 - t 2 )~ ' 
Deze integraalvergelijking wordt geinverteerd volgens (4.5): 
(5.21) ¢ ( o , n ) = ~ J n P g ( P ) dp , , o < n < 1 • 
dn O (n2 _ P2)2 -
Wegens (5.17) en (5.18) kennen we nu de functie ¢(s,n) op de gehele 
n-as. Ook is ¢(s,n) harmonisch, en nadert deze tot O als s2 + n2 ➔ oo, 
zodat ¢(s,n) als volgt door zijn waarden op den-as bepaald is: 
(5.22) =.lf 1 (0) ¢(s,n) p ,Ts 2 dT. 
'TT -1 s2 + (n - T) 
De oplossing van het probleem wordt nu gegeven door (5.21), (5.22) en 
( 5. 20) • 
Tot slot bekijken we de interessante grootheid u (r,O). Voor 
z 
0 < t < 1 volgt uit (5.16) dat 
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De keuze van de wortel in (5.16) is dezelfde als die bij methode I, 
d.w.z. (p 2 + z2 )~ heeft argument O voor z op de reele as. Daar 
uz(p,O) reeel is vinden we voor uz(p,O) de abelse integraalvergelijking 
J1 u (p,O)pdp 
~(O,t) = Re u(O,it) = z2 2 ! , 0 < t < 1, 
t (p - t ) 
(5.23) 
waarin we ~(O,t) reeds kennen. Inverteren van de integraalvergelijking 
levert 
( 5. 24) u (r,O) = .S. _l_£_ J1 ~(O,t)tdt , 0 < r < 1. 
z 7T r dr r (t2 _ r2)~ 
Oplossing uitgedrukt d.m.v. Besselfuncties 
Uit de bekende integraal 
2 2 -~ ( p + r ) , Re p > 0, 
volgt 
(5.25) 2 2 ~ Joo -(z+it)TJ ( )d ( r + ( z _! it ) ) - = 0 e - 0 rt . T , 
zodat we de oplossing u(r,z), verkregen volgens methode I, wanneer we 
bovenstaande uitdrukking substitueren in (5.5), kunnen schrijven als 
(5.26) 
waarin f(t) uiteraard weer voldoet aan (5.13). 
Verband tussen beide methoden 
Vergelijken wij de resultaten verkregen volgens methode I ((5.5), (5.13), 
(5.15)) met die verkregen volgens methode II ((5.20), (5.21), (5,22), 
(5.24)), dan zien we een verregaande gelijkenis. We zullen hierop nu wat 
nader ingaan. 
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Een functie ~(z), analytisch in de bovenhelft Im z > 0 van het 
complexe vlak, die op de rand Im z = 0 continu voortzetbaar is, kan 
warden gevonden uit de reele delen van de, functiewaarden op de rand. 
Er geldt namelijk, zie hiertoe bijv. Muschelischwili D2], blz. 166, 
~(z) -- l__ J00 Re ~(t) dt + c· Im > 0 ~ 7T1 t - Z i, Z • 
_oo 
Wanneer we eisen dat ~(z) ➔ 0 als lzl ➔ 00 , dan moeten we de constante C 
gelijk aan O kiezen. 
Het is duidelijk, dat voor een functie 4'(z), die analytisch is in 
het rechterhalfvlak Re z > 0 en continu voortzetbaar op de rand Re z = O, 
geldt 
i rioo 
4' ( z) : TTi J . 
-ioo 
Re 4'(t)dt 
---'---'--- + Ci. 
t - z 





u(O,z) = - j 
1T J - 1 
Re u(O,t)dt 
t - z 
Re u(O,it)dT 
it - z 
Immers, Re u(O,it) = 0 voor /t I > 1, 
Volgens de tweede methode hadden we 
u(r,z) JO
TI 
= - u(O, z+ir cos a)da = 
1T 
(TT [1 r1 Re u(O,it)dtl 
n Jo daLrr )_1 it-z-ircos aJ· 
M.b,v. de bekende integraal 
(TT dt 7T I a+ b cost= __ 2___ 2__,.. 
JO (a b ) 2 
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vinden we 
u(r,z) = _l j1 Re u(O,it)((it-z) 2 + r 2 )-! dt = 
'IT J -1 
r1 (jl(O,t)dt 
TT J_1 (r2 + (z+it) 2 )~ ' 
waarbij we gebruik maken van (5.18), nl. dat (jl(~,n) = (jl(~,-n). Kennelijk 
mogen we (jl(O,t) en f(t) identificeren, wat in het licht van (5.13) en 
(5.21) niet verbazingwekkend.is. 
In deze paragraaf zijn twee methoden besproken om het Dirichlet-
probleem voor de cirkelvormige schijf op te lessen. Als resultaat is 
gevonden een complexe en een reele voorstellingswijze van de gevraagde 
functie u(r,z). Voor het complementaire probleem, het Dirichletprobleem 
voor een scherm met een cirkelvormig gat erin, kan men oplossingen van 
soortgelijke gedaanten vinden. 
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6. Het axiaalsypnnetrische Neumann probleem voor een cirkelvormige schijf 
In deze paragraaf beschouwen we het probleem een axiaalsymmetrische 
harmonische functie te vinden - die dus oplossing is van de vergelijking 
( 6. 1 ) -1 u + r u + u = 0, z > 0 
rr r zz 
- en die voldoet aan de gemengde randvoorwaarden 
(6.2) 
(6.3) 
u (r,0) = g(r), 0 < r < 1, 
z 
u(r,0) = 0, r > 1 , 
waarbij verondersteld wordt dat g(r) een continue functie op [o, 1) is, 
en u(r,z) en u (r,z) continu zijn bij nadering tot de rand z = 0, be-
z 
halve eventueel voor r = 1. Verder wordt weer aangenomen dat 
(6.4) u(r,z) ➔ 0 als ➔ co, 
Weer worden twee methoden naast elkaar gezet. De eerste wordt 
slechts summier weergegeven. Menzie bijvoorbeeld Sneddon [13]. 
Methode I 
Uitgangspunt is een integraalrepresentatie van het type (2.4), hier 
in de vorm 
1 r1 f( t )dt ( f(t)dt (6.5) u(r,z) =-. I (r2 + (z+it) 2 ) 2 --. (r2 + (z-it) 2 ) 2 'JTl JO TTl 
waarin weer f(t) een continue reele functie op [o, 1 ) is. De wort els 
worden op dezelfde wijze als in de vorige paragraaf gekozen. M.b.v, 
( 5. 1 4 ) vindt men 
' 
au(r,z) 1 1 a rrl (z+it)f(t)dt _ r (z-it)f(t)dt] 
az = ni r ar U0 (r2+(z+it)2)~ 0 (r2+(z-it)2)2 • 




Jo (r2+(z_!it) 2 )2 = 
rr f(t)it dt + r1 f(t)it dt 
Jo (r2 - t 2 )li Jr i(t2 - r 2 ) 2 
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geldt, i.v.m. de wortelconventies (5.6) en (5.7), volgt er 
lim u (r,z) = u (r,O) 




< r < 1. 
Een en ander kan op dezelfde wijze als in de vorige paragraaf warden 
gerechtvaardigd. We vinden de integraalvergelijking 
2 1 d rr tf( t )dt g(r) = - Jo , 0 < r < 1 ' TT r dr (r2 - t2):2 
die we volgens (4.8) kunnen inverteren, zodat 
rt g(p)p dP (6.6) f( t) = I , 0 < t < 1 • Jo (t2 _ p2)~ 
Oak kan men, op een analoge manier als hierboven, vinden 
( 6. 7) u(r,O) f( t )dt O.::_r<1. (t2 - r2):2 , 
Alle interessante grootheden zijn nu bepaald. 
Methode II 
Heins en MacCamy [9] hebben hun methode alleen ontwikkeld voor het 
Dirichletprobleem voor een schijf. Er volgt nu een uitbreiding van die 
methode, waarmee het Neumannprobleem voor een schijf behandeld kan 
warden. 
We gaan uit van de representatie (2.1), hier geschreven als 
wegens de hoekonafhankelijkheid, en wegens (5.3). Er volgt 
(6.8) u(O,z) 
We kunnen weer u(O,z) voor complexe z = s + in analytisch voortzetten, 
en we stellen weer 
u(O,z) = u(O,s+in) = ~(s,n) + iw(s,n). 
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Uit (6.8) volgt 
(6,9) lji(O,n) __ Im J01 u(p,O)inp dp __ - 0 voor lnl > 1, ( 2 2)3/2 P - n 
en ook 
u(O,z) = u(O,z), 
o:f'wel 
(6.10) $(~,-n) = $(~,n), lji(~,-n) = -lji(~,n). 
Tenslotte volgt uit (6.8) dat 
(6.11) u(O,z) ➔ 0 als lzl ➔ 00 • 
Maar u(r,z) (z nu reeel) is ook uit te drukken m.b.v. de Poissonrepresen-
tatie, zodat met (6.10) u(r,z) te schrijven is als 
(6.12) u(r,z) = _g Jrr p(z,t)dt 
TI O (r2 _ t2)1/2 • 
Daar u(O,z+it) een analytische functie is, voldoen $ en lji aan de verge-
lijkingen van Cauchy-Riemann 
waarvan we gebruik maken na differentiatie van (6.12) naar z: 
au 2 rr 1 0$ 2 Jr 1 aw(z,t) ~ (r,z) =- I 2 2 1/2~z (z t)dt =- 2 2 1/2 at dt, 
oZ TI JO (r ~t ) 0 TI O (r -t ) 
waaruit de integraalvergelijking 
volgt. Inverteren volgens (4.5) levert ons 
waaruit volgt dat 
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(6.13) w(O,n) = f0n P g(p)dp/ + const., o.:. n < 1. ( 2 2)1 2 n - P 
Met (6.10) en (6.11) vinden we 
1 f1 w(O,T)~dT + .l f1 const.~ dT 
w(~,n) = -'IT 2 2 2 2' 
-1 ~ + (n-,) 'IT -1 ~ + (n-T) 
en anderszijds ook 
w(~,-n) = _ 'IT1 j'_11 w(O,T)~dT + 'IT1 f1 c~nst.~ d,2 • 
~
2 + (n-T) 2 -1 ~ + (n-T) 
Optelling van de laatste twee relaties levert ons const. = o. De 
functie ~ kunnen we terugvinden d.m.v. de vergelijkingen van Cauchy-
Riemann. Uit a~/an = - aw/a~ volgt 
1 I 1 
~(~,n) = - W(0,T) 
'IT -1 
n - T ( ) 2 2 dT + ~o ~, ( n-T) + ~ 
waarin ~0 (~) een functie is, die bepaald wordt door de andere verge-
lijking van Cauchy-Riemann: 
_ .l J1 2~(n-T)dT 
= ~01 (~) w(O,T) 2 2 2 ' 
'IT -1 ((n-T) +~ ) 
en aw an" (~,n) = _ _l f1 w(O,T) 2~(n-T)dT 
'IT -1 ((n-T)2+~2)2 • 
We concluderen ~0(~) = 0 ==> ~0(~) = const., die, omdat u(O,z) ➔ 0 
als lzl ➔ 00 , dan O moet zijn. We hebben dus uiteindelijk gevonden 
(6.14) 1 J1 ~(~,n) = n 
-1 
w(o,T)(n-T )dT 
2 2 ( n-T) + ~ 
Verder volgt op eenvoudige wijze 
(6.15) u(r,O) = _g_ Jr ~(O,T)dT O < r < 1, 
'IT Q (r2 _ T2)1/2' 
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waarin ¢(0,n) = lim ¢(~,n) is. De oplossing van het probleem wordt 
~tO 
gegeven door (6.13), waarin de constante gelijk aan O is genomen, 
(6.14) en (6.12). 
Oplossing uitgedrukt d.m.v. Besselfuncties 
Maken wij gebruik van de betrekking (5.25), dan vinden we uit (6.5), 
de oplossing verkregen volgens methode I, dat 
ofwel 
(6.16) 
waarin f(t). voldoet aan (6.6) •... 
Verband tussen beide methoden 
We zullen weer nagaan op welke wijze de twee besproken methoden samen-
hangen. 
Beschouw voor complexe z de functie v(O,z) = iu(O,z), dan is 
v(O,z) analytisch daar waar u(O,z) analytisch is. Volgens (5.27) kunnen 
we schrijven 
(6. 17) 
Nu is echter 
v(O,z) = 1T1 J00 .. Re v(O,iT)dT 
it - z 
-oo 
Re v(O,iT) = Re iu(O,iT) = - Im u(O,iT), 
zodat, als we bovendien in aanmerking nemen dat w(O,n) = 0 voor 
lnl > 1 (zie (6.9)), volgt dat 
1 J1 v(O,z) = - -
1T -1 
De tweede methode leverde ons 
Im u(O,iT )dt 
iT - z 
zodat 
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1 J'IT u(r,z) = - u(O,z+ir cos a)da, 
'IT 0 
, f 'IT iu(r,z) = v(r,z) = - v(O,z+ir cos a)da = 
'IT 0 
Im u(O,it )dt 1 
it - z - ir cos aj• 
Met (5.28) vinden we dan 
iu(r,z) _ .l f1 Im u(O,it)dt _ _!_ J1 Im u(O,~t)dt 
- 'IT O (r2+(z+it) 2 ) 112 'IT O (r2+(z-it) 2 ) 112 
, 
zodat we ~(O,t) = Im u(O,it) en f(t) kunnen identificeren, wat we ook 
mochten verwachten bij vergelijking van (6.6) en (6.13). 
Er is weer een complexe en een reele representatie gevonden voor 
de oplossing u(r,z) van het Neumannprobleem voor een cirkelvormige 
schijf. Ook hier kunnen we opmerken dat het complementaire probleem, 
het Neumannprobleem voor een scherm met een cirkelvormig gat erin, 
oplossingen van een soortgelijke vorm toelaat. · 
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7. De cirkelvormige plaatcondensator 
Het is de bedoeling van deze en van de volgende paragraaf te laten 
zien hoe men met behulp van beschouwingen die verwant zijn aan die van 
methode II uit de vorige twee paragrafen, ingewikkeldere axiaalsymmetri-
sche gemengde randwaardeproblemen op eenvoudige wijze kan aanpakken. 
Beide problemen die hier aan de orde gesteld zullen worden, zijn ook 
door Sneddon behandeld in zijn boek ~3], in hoofdstuk VIII, op een 
andere, vaak minder eenvoudige wijze. Bovendien wordt het probleem van 
de cirkelvormige plaatcondensator, dat nu behandeld zal worden, hier 
iets algemener gesteld. We willen het veld tengevolge van twee coaxiale 
I; = 0 z = a 
--- ---p--- -
1:;' = 0 z = -a 
k . ---- ---~ 
I 1 
( 7. 1 ) u(r,a) = g(r) , 
(7.2) u(r,-a) = g(r), 
parallelle cirkelvormige platen 
bepalen die tot een gegeven slechts 
van de afstand tot de as afhangehde 
potentiaal zijn opgeladen. Nauw-
keuriger geformuleerd: gezocht 
wordt de axiaalsymmetrische poten-
tiaal u(r,z) die voldoet aan 
0 < r < 1, 
0 < r < 1. 
Voer een nieuwe coordinaat I; in, zcdat s = 0 op de bovenste plaat 
van de condensator. De potentiaal t .g.v. deze plaat is voor s > 0 voor 
te stellen door 
(7.3) 2 Ir u,(r,1;) = -
TT J Q 
~1 (1;,t)dt 
(~2 _ t2) 1/2 ' 




Stel s' = O op de onderste plaat. De potentiaal u2(r,s') t.g.v. deze 
condensatorplaat is voor te stellen door 
(7.5) 
r ~2(s'·,t) 
u2(r,s') =: Io / , s > 0 
" (r2 _ t2) 1 2 
en 
Omdat de potentiaal op beide condensatorplaten gelijkelijk is voorge-
schreven, moeten cp 1(s,t) en <P 2(s',t) voor s = s' dezelfde functie voor-
stellen, die we cp(~,t) zullen noemen. Gaan we terug naar de oorspronke-




~ __ _g_ Jr <P(z-a,t)dt 




(r2 _ t2)1/2 
, z > a 
, z > a 
u (r,z) = _g_ Jr <P(-z-a,t )dt , z < -a. 
2 TT Q (r2 _ t2)1/2 
De totale potentiaal wordt nu gegeven door 
u ( r, z) = u1 ( r, z) + u2 ( r, z) , 
die in de drie verschillende gebieden respectievelijk de vorm 
(, 
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2 rr p ( z-a, t )dt 2r p ( z+a, t )dt u(r,z) = - I (r2-t2)1/2 +- (r2 _ t2) 1/2 , z > a, 'TT J 0 'TT 0 
2 rr p (a-z 2 t )dt 2r ¢ ( z+a, t )dt (7.6) u(r,z) = - I +- , -a< z < a, 
'TT Jo (r2-t2)1/2 'TT 0 (r2-t2)1/2 
2 rr p(a-z, t )dt + _g rr ¢(-z-a,t )dt u(r,z) = - I , z < -a 
'TT 
.I 0 (r2 _ t2)1/2 'TT JO (r2 _ t2)1/2 
aanneemt. Laten we z tot a naderen in de eerste vergelijking, dan vinden 
we, met ( 7. 1 ) 
(7.7) g(r) - u(r 0) - _g Jr ¢(0,t)dt +~Jr ¢(2a,t)dt O < r < 1 
- ' - 'TT O (r2 _ t2)1/2 'TT O (r2 _ t2)1/2' - • 
De middelste vergelijking levert hetzelfde resultaat, en nemen we z ➔ -a 
in de laatste vergelijking van (7,6), dan vinden we ook (7.7) terug. 
Maken wij gebruik van (5.22), waarin ¢(~,n) in ¢(0,n) wordt uitgedrukt, 
dan kunnen we (7,7) ook als volgt schrijven 
g(r) = f rr[¢(0,t) + ¾ 11 2~p(O,t)dt2] 2 dt2 1/2 , 0 2- r < 1. 
Jo J_7 4a + (t-t) (r - t ) 
We kunnen deze betrekking beschouwen als een abelse vergelijking in de 
tussen teksthaken staande uitdrukking. Inverteren volgens (4.5) geeft 
dan als resultaat 
(7.8) ~(o,t) + .2. r1 1 2a¢(0,t)dt d r1t tg(t)dt ~ 2 2 = dt 2 2 1/2 'O < t < 1• 
'TT ;_1 4a + (t-t) .10 (t - t ) 
Love 01] leidde deze integraalvergelijking af voor het geval g(t) _ 
= const., bijvoorbeeld 1. Dan wordt het rechterlid van (7,8) ook 1. 
Het rechterlid van (7.8) is bekend, zodat we te maken hebben met een 
integraalvergelijking van Fredholm van de tweede soort. Dat (7.8), 
met g = 1, volgens de methode van de geitereerde kernen oplosbaar is, 
liet Love in hetzelfde werk T1 i] zien. 
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8. De geladen schijf tussen twee parellelle geaarde platen 
We willen op een manier analoog aan die in de vorige paragraaf, 









1 u = 0 z = a functie u(r,z), die voldoet aan 
u =! g(r} ... 
. ..... _ _ -3- ____ de vergell.Jking van Laplace, en 
~ -- -- -----> die voldoet aan de voorwaarden 
..-- 1 z = -a 
u(r,a) = O, 
u(r,-a) = O, 
0 < r < 00 , 
0 < r < 00 , 
u(r,O) = g(r), 0 < r < 1. 
Men kan dit zien als het probleem de potentiaal t.g.v. een tot een 
gegeven potentiaal opgeladen schijf te bepalen die zich bevindt tussen 
twee parallelle geaarde platen. 
Noemen we de potentiaal t.g.v. de schijf, de bovenste geaarde 
plaat en de onderste geaarde plaat respectievelijk u0(r,z), u1(r,z) 
en u2 (r,z), dan vinden we, net zoals in de vorige paragraaf 
(8.4) u0 (r ,z) 
= _g Jr cp0 (z,t)dt 
TI Q (r2 _ t2)1/2 , z > 0, 
(8.5) uo(r,z) = u0 (r-,-z) , z < 0, 
(8.6) 2 
tr cj> 1 ( a- z , t ) d t 
u1 ( r, z ) = - I (r2 _ t2)1/2 , z < a, TI Jo 
(8.7) 2 I: ¢2 (a+z ,t )dt u2 (r,z) =-; (r2-t2)1/2 , z > -a. 
Het is weer, wegens symmetrieredenen, duidelijk, dat we de functies 
cp 1 en cp 2 kunnen vervangen door een functie cp. Laten we in de uitdruk-
king voor de totale potentiaal 
z tot O naderen, dan vinden we 
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(8.8) 
Ook hebben we voor z ta 
(8.9) ; Jr [<1>0(a,t) + <j>(O,t) + <j>(2a,t)] 2 dt2 172 = O, 0 < r < 00 , 
0 (r - t ) 
en z ~ -a levert eveneens (8.9) op. Wegens (5.22) gaat (8.8) over in 
(8.10) 2 Ir [ 2 Jroo <I> ( 0 , T ) a d T ] dt _ 1r <l>o(O,t) + 1r 2 2 2 2 1/2 - g(r), 
0 - 00 a + (t-T) (r - t ) 
0 < r < 1, 
en (8.9) over in 
(8.11) _g Jr t_l J1 <j>O(O,T)a dT 1 Joo <j>(0,T)2a dT] 2 2 + <l>(O,t) + -1T 2 2 x 
1T O 1T -1 a + (t-T) - 00 4a + (t-T) 
1 
2 2 172 dt = O, 0 2- r < 00 • (r - t ) 
Zowel (8.10) als (8.11) zijn op te vatten als abelse integraalverge-
lijkingen in de tussen teksthaken staande uitdrukkingen. Inverteren 
levert volgens (4.5) resp. 
(8.12) q> (O t) +~Joo <l>(O,T)dT = _L Jt p g{p)dp 
0 ' 1T _ 00 a2 + (t-T)2 dt p (t2 _ p2)1/2 
en 
(8.13) J1 <l>o(O,T)dT 2 Joo :(O )d <j>(O,t) + .! ----- + ~ ! ,T T = o. 
1T -1 a2 + (t-1) 2 1T - 00 4a2 + (t-T) 2 
( 8. 12) en ( 8. 13) stemmen overeen met wat Sneddon vindt in [1 3] op 
blz. 250. Het is nu mogelijk <I> in <1> 0 uit te drukken m.b.v. (8.13), 
en daarna uit de vergelijking (8.12) <1> 0 te vinden, zie [13]. 
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9. Een niet-axiaalsymmetrisch Dirichletprobleem 
Methode II in §5 berust op een vermenging van Poisson- en Helmholtz-
representaties. Het blijkt dat ook niet-axiaalsymmetrische problemen, en 
in deze paragraaf zal het Dirichletprobleem voor de cirkelvormige schijf 
als voorbeeld dienen, op een dergelijke wijze te behandelen zijn. Het 
komt erop neer, dat de hoekafhankelijkheid van de gezochte harmonische 
functie in een Fourierreeks ontwikkeld wordt. Voor elke term ontstaat 
dan een Dirichletprobleem voor een gegeneraliseerde axiaalsymmetrische 
potentiaal, dat op een wijze analoog aan die in §5 wordt opgelost. 
Een en ander zal in de loop van de beschouwingen duidelijk warden. 
Het probleem dat als voorbeeld dient is een functie u(r,S,z) te 
vinden, die voldoet aan de potentiaalvergelijking 
( 9. 1 ) -1 -2 u + r u + u + r uSS = O, z > O, 
rr r zz 
en aan de gemengde randvoorwaarden 
(9.2) u(r,S,O) = g(r,S) , 0 < r < 1, 
(9.3) u(r,S,O)=O r>1, 
z 
waarin g(r,S) een functie is, gedefinieerd op de schijf O < r < 1, die 
te ontwikkelen is in een Fourierreeks 
00 
( 9. 4) g(r,s) = I 
n=O 
ins g (r)e • 
n 
Verondersteld wordt dat de functies g (r) (n = O, 1, 2, ••• ) n maal 
n 
continu differentieerbaar zijn op [0,1). Verder nemen we aan dat 
u(r,S,z) en u (r,S,z) continu zijn in r en z bij nadering tot de rand 
z 
z = O; behalve eventueel voor r = 1. 
We zoeken oplossingen van de vorm 





( ) ins u r,z e • 
n 
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Substitueren we (9~5) in vergelijking (9.1), dan vinden we dat de 




-u 2 n 
r 
= o, z > o. 
Stel u (r,z) = rnv (r,z). De functies v (r,z) voldoen dan aan 





V o, z > o, 
wat juist de vergelijking voor de (2n+1+2)-dimensionale gegeneraliseerde 
axiaalsymmetrische potentiaal is, zie §3. 
Uit de randvoorwaarden (9.2) en (9.3) voor u(r,e,z) en u (r,e,z) 
z 
leidt men gemakkelijk de volgende twee voorwaarden voor u (r,z) 
n 
( n = 0, 1 , 2, , •• ) af: 
(9.6) 
au av 
( 9. 7) azn (r,O) = rn azn (r,O) = a, r > 1. 
Net als in §5 introduceren we nu achtereenvolgens een Helmholtz-
achtige representatie, en een Poissonrepresentatie. Uit (3.7) volgt 
met p = 2n + 3, daar v een (2n+3)-dimensionale harmonische functie 
n 
].$ 
v n (x,, • •• ' x2n+:3) = _cr..,.,_2_ f"" . • • 
2n+2 - 00 
av 
( )2 + 2 J n+~ 
+ •·• + x2n+2 - ~2n+2 x2n+3 
Daar v axiaalsymmetrisch is, hangt v alleen af 
n2 , n 2 
••• + x2n+2 )~ en z = x2n+3• Stel p = (~ 1 + ••• + 
2 
van r = (x1 + ••• 
2 )~ . 
~2n+2 , dan is 
v (r,z) = 
n I~ r • • • J 0 2n+2 J O 2P < 1 




a/ (p ,O) d~1 • •. d~2n+2 
av 
~(p,O) d~1 ••• d~2n+2 
( 2 2)n+~ p + z 
wat te beschouwen is als een generalisatie van (5.16). 
' 
Net als daar is het hier mogelijk v (O,z) analytisch voort te zetten 
n 
voor complexe z = ~ + in, omdat dat voor het rechterlid van (9.8) 
mogelijk is. We geven de voortzetting aan met 






Rev (O,it) = ~(O,t) = 0 voor ltl > 1. 
n 
V (O,z) = v (0,z) , 
n n 
v ( 0, z) -+ 0 als I z I -+ 00 • 
n 
Nu wordt de Poissonrepresentatie (3.5) geintroduceerd: 
r(n + 1) Jn 2n 
v (r,z) = 1 1 0 vn(O,z+ir cos a)sin a da, 
n r(2)r(n + 2) 
waarui t, i. v.m. ( 9. 10) volgt 
(9.12) v (r,z) 
n 
De randvoorwaarde (9.6) betekent, dat voldaan moet worden aan de eis 
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een integraalvergelijking van het gegeneraliseerde abelse type (4.1). 
Inverteren levert volgens (4.3) 
_ 1 d Jr [ 1 d n n ] 2 2 -i 
cpn(O,r) - r(n+1) dr O (2t dt) (t gn(t)) (r - t) t dt. 
Hierna gaat alles analoog aan de beschouwingen van §5. Laten wij de 
oplossing bij elkaar opschrijven. 
(9.13) 
= cp (0,-n) voor -1 < n ~ 0 
n 
(9.14) cpn(;,n) = .l J1 
7T -1 
cp (0,T); dT 9: \ '~ ,t ' I )' ~- \. 
2 . 2 ' 
; + (n - T) 






= l u (r,z)eine. 
n=O n 
De sterke verwantschap met methode II uit §5 is zonder meer duidelijk. 
Vanuit een theoretisch standpunt zijn hierdoor bovenstaande beschouwingen 
aant rekkeli j k. 
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